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3. Vy¹etøete lokální i globální extrémy funkce

f(x, y) =
xy

x2 + y2 + 1
, (x, y) ∈ R2

(7 bodù).

4. Spoètìte parciální derivace ∂xf , ∂yf a totální diferenciál funkce

f(x, y) =

{
x sin

(
y2

x

)
, x 6= 0

0. x = 0

ve v¹ech bodech (x, y) ∈ R2 (10 bodù).
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Øe¹ení

3. Zøejmì f ∈ C∞(R2), tak¾e v¹echny extrémy jsou stacionárními body.
Spoèteme

∂f

∂x
=

y3 − x2y + y

(x2 + y2 + 1)2
, (x, y) ∈ R2

∂f

∂y
=

x3 − y2x+ x

(x2 + y2 + 1)2
. (x, y) ∈ R2

Stacionární body splòují tedy A ∧B, kde

(a) x = 0 nebo x2 − y2 + 1 = 0,

(b) y = 0 nebo y2 − x2 + 1 = 0,

co¾ nastává pro právì jeden bod (x, y) = (0, 0). V tomto bodì není ale
lokální extrém, nebo»

∇2f(0, 0) =

(
0 1
1 0

)
je inde�nitní matice. Alternativnì si lze v¹imnout, ¾e

f(h,−h) < 0 < f(h, h)

pro ka¾dé h ∈ R, a proto f(0, 0) = 0 není extrém.

Funkce f proto nemá ¾adné lokální ani globální extrémy.

4. (a) Nech» nejprve x 6= 0, y ∈ R. Pak lze mechanickým derivováním
spoèítat

∂f

∂x
= sin

(
y2

x

)
− y2

x
cos

(
y2

x

)
,

∂f

∂y
= 2xy cos

(
y2

x

)
.

Tyto parciální derivace jsou spojité na otevøené mno¾inì {x 6= 0},
tak¾e zde existuje totální diferenciál

df =

(
sin

(
y2

x

)
− y2

x
cos

(
y2

x

))
dx+ 2xy cos

(
y2

x

)
dy .
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(b) Zabývejme se dále pøípadem x = 0, y 6= 0. Z de�nice parciální
derivace

∂f

∂y
= lim

h→0

0

h
= 0.

Limita
∂f

∂x
= lim

h→0
sin

(
y2

h

)
v¹ak neexistuje (viz vybraná posloupnost hk =

2y2

(2k+1)π
). Tedy ani

totální diferenciál neexistuje.

(c) Zbývá vy¹etøit poèátek souøadnic, kde mù¾eme pou¾ít následující
odhad:

|f(x, y)| ≤ y2 ≤ |y|
√
x2 + y2 = o(

√
x2 + y2),

tak¾e z de�nice df (0, 0) = 0. Speciálnì

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0.
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